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Uvod
Sˇvicarski matematicˇar Arnold Droz-Farny objavio je 1899. u obliku zadatka, bez nave-
denog rjesˇenja, sljedec´u tvrdnju: Ako se kroz ortocentar trokuta postave dva medusobno
okomita pravca, oni na stranicama trokuta omeduju tri segmenta cˇija su polovisˇta koli-
nearne tocˇke. S vremenom je ova tvrdnja potaknula mnoge matematicˇare da razlicˇitim
metodama pokusˇaju nac´i dokaz, a zatim i njezina poopc´enja, u visˇe smjerova. Narocˇito
je u posljednjih dvadesetak godina objavljeno dosta cˇlanaka na temu Droz-Farnyjevog te-
orema.
U ovom radu izlozˇit c´emo neke od tih dokaza, pocˇevsˇi s prvim poznatim sinteticˇkim do-
kazom koji je objavio J.-L. Ayme´ 2004. godine. Medu poopc´enjima posebno znacˇajnim
pokazao se Goormaghtighov teorem iz 1930. godine. U radu c´emo iznijeti dokaz ovog
teorema u kojem kljucˇnu ulogu igra dvoomjer kao projektivna invarijanta, a zatim c´emo
protumacˇiti kako Droz-Farnyev teorem slijedi iz Goormaghtighovog.
Medu zanimljivim rezultatima povezanim s Droz-Farnyjevim teoremom isticˇemo familiju
pravaca koji su na nacˇin opisan u iskazu teorema odredeni razlicˇitim polozˇajima izabranog
para okomitih pravaca, buduc´i da svi ti pravci omataju krivulju 2. reda (koniku) upisanu
polaznom trokutu, cˇija zˇarisˇta su ortocentar i sredisˇte opisane kruzˇnice. Daljnje razmatra-
nje navodi na uocˇavanje familije trokuta koji su svi opisani jednoj elipsi i upisani u jednu
kruzˇnicu, a svima im je zajednicˇki ortocentar pa time i Eulerov pravac te imaju josˇ neka
zajednicˇka svojstva.
Na kraju iznosimo najvazˇnije zakljucˇke aksomatske analize Droz-Farnyjevog teorema, po-
sebno s gledisˇta geometrije ravnine zasnovane na pojmu zrcaljenja.
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Biografija
Arnold Droz, sin Edouarda i Louise Droz, roden je u sˇvicarskom gradu La Chaux-de-
Fonds, 14. veljacˇe 1856. godine. Nakon studija matematike u Neufchatelu, nastavio je
studij u Mu¨nchenu gdje je pohadao i predavanja Felixa Kleina iz matematicˇke analize. Do
tada je vec´ bio razvio izrazitu sklonost prema geometriji. Ozˇenio se Linom Farny, takoder
iz La Chaux-de-Fondsa. Nakon zˇenidbe, oboje su promijenili prezime u Droz-Farny. 1880.
godine pocˇeo je predavati fiziku i matematiku u sˇkoli u Porrentruyju u blizini Basela, gdje
ostaje do 1908. godine. U razdoblju od 1897. do 1909. godine napisao je cˇetiri knjige, od
cˇega dvije knjige pripadaju podrucˇju geometrije. Takoder, objavio je cˇlanke u cˇasopisima
Journal de Mathe´matiques E´lementaries et Spe´ciales (1894., 1895.), L’interme´diare des
Mathe´maticiens, The Educational Times (1899.) i u Mathesis (1901.). Njegov najpoznatiji
rezultat je teorem kojim se bavimo u ovom radu, a formulirao ga je kao Question 1411 u
cˇasopisu The Educational Times 71 (1899), 89-90.
Bio je poznat kao veoma drusˇtvena osoba, a dopisivao se i s drugim matematicˇarima kao
sˇto su primjerice Talijan Virginio Retali i Sˇpanjolac Juan Jacobo Duran Loriga. U svoje
slobodno vrijeme, bavio se planinarenjem i utrkama konja.
Umro je 14. sijecˇnja 1912. godine u Porrentruyju nakon duge bolesti.
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Poglavlje 2
Osnovni Droz-Farnyjev teorem
2.1 Osnovni Droz-Farnyjev teorem
Teorem 2.1.1 (Osnovni Droz-Farnyjev teorem). Ako se kroz ortocentar trokuta postave
dva medusobno okomita pravca, oni na pravcima na kojima lezˇe stranice trokuta omeduju
tri segmenta cˇija su polovisˇta kolinearne tocˇke.
Slika 2.1: Osnovni Droz-Farnyjev teorem
L i L′ su okomiti pravci koji prolaze ortocentrom H trokuta ABC i sijeku pravce na
kojima lezˇi stranica BC u tocˇkama X i X′, CA u tocˇkama Y i Y ′ te AB u tocˇkama Z i Z′,
3
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redom. Polovisˇta segmenata XX′, YY ′, ZZ′ oznacˇena su tocˇkama Ma, Mb, Mc i ona su
kolinearna.
Nije poznato je li Droz-Farny dokazao sam teorem jer ga je objavio bez dokaza. Tek pot-
kraj 20. stoljec´a iskaz teorema ponovno se pojavljuje u razlicˇitim izvorima, bez dokaza
ili kao zadatak (I. Sˇarigin 1986., R. Honsberger 1995.). Slijedi razdoblje pojacˇanog zani-
manja za Droz-Farnyjev teorem te je objavljeno visˇe pokusˇaja dokaza, katkad nepotpunih
ili razmjerno kompliciranih. Pojavili su se razlicˇiti trigonometrijski dokazi (D. Grinberg
2002.-2004.), projektivnogeometrijski dokazi (N. Reingold 2003.), dokaz primjenom vek-
torskog racˇuna (N. Stevanovic´ 2004.) te ideje dokaza zasnovane na inverzivnoj geometriji.
Otkrivena su i razlicˇita poopc´enja.
Zapocˇinjemo s prvim poznatim sinteticˇkim dokazom Droz-Farnyjevog teorema, kojeg je
objavio Jean-Louis Ayme´ 2004. godine. [1]. Primjenjuju se tri klasicˇna teorema iz geome-
trije trokuta i kruzˇnica cˇije c´emo dokaze takoder izlozˇiti.
Teorem 2.1.2 (Carnot). Neka je H ortocentar trokuta ABC, a Ha, Hb i Hc redom sjecisˇta
pravaca AH, BH i CH s kruzˇnicom opisanom trokutu ABC. Tada su nozˇisˇta visina iz
vrhova A, B, C redom polovisˇta duzˇina HHa, HHb i HHc.
Carnotov teorem cˇesto se iskazuje i u sljedec´oj, ekvivalentnoj formulaciji:
Zrcalne slike ortocentra trokuta ABC s obzirom na njegove stranice nalaze se na kruzˇnici
opisanoj tom trokutu. Na Teorem 2.1.2 pozivat c´emo se i u takvoj formulaciji.
Dokaz. Za dokaz ovog teorema dovoljno je dokazati da je ^ HcAB = ^ BAH ( ili ^ HcBA
= ^ HBA) jer je tada cˇetverokut AHBHc deltoid buduc´i da je AB simetrala ^ HAHc kao i ^
HBHc.
Kutovi ^ BAHc i ^ BCHc su jednaki (obodni kutovi nad lukom B̂Hc).
Sada pogledajmo pravokutne trokute ABNa i CBNc. Oni su slicˇni jer uz pravi kut imaju i
zajednicˇki kut ^ ABC. Zato su im jednaki i kutovi ^ BANa i ^ BCNc, pri cˇemu su Na, Nb i
Nc nozˇisˇta visina uz oznake sa slike.
Sada imamo ^ HcAB = ^ BCHc = ^ BCNc = ^ BANa = ^ BAH, a to je upravo ono sˇto smo
i trebali - trokut AHcH sad je jednakokracˇan (AH = AHc) jer visina ANc raspolavlja kut ^
HAHc.
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Slika 2.2: Carnotov teorem

Teorem 2.1.3. Neka je p pravac koji prolazi ortocentrom trokuta ABC. Zrcalne slike
pravca p s obzirom na pravce koji sadrzˇe stranice trokuta ABC tada su pravci koji se
sijeku u jednoj tocˇki na kruzˇnici opisanoj tom trokutu.
Dokaz. Neka pravac p prolazi ortocentrom H trokuta ABC i neka su njegova sjecisˇta sa
stranicama BC,CA i AB oznacˇena redom s Ta,Tb i Tc. Znamo da se zrcalne slike Ha,Hb i
Hc ortocentra s obzirom na stranice BC,CA i AB nalaze na opisanoj kruzˇnici trokuta ABC.
Zrcalne slike pravca p s obzirom na stranice zato su redom pravci TaHa,TbHb i TcHc. Treba
dokazati da se ova tri pravca sijeku u jednoj tocˇki i da se ona nalazi na opisanoj kruzˇnici.
Oznacˇimo sjecisˇte pravaca TaHa i TbHb s Q. Ako pokazˇemo da se ta tocˇka nalazi na opisa-
noj kruzˇnici, onda se sasvim analogno na toj kruzˇnici nalazi sjecisˇte pravaca TbHb s TcHc
te sjecisˇte pravaca TcHc i TaHa. No, ta tri sjecisˇta moraju se onda podudarati, buduc´i da
se sjecisˇte TbHb s opisanom kruzˇnicom, razlicˇito od tocˇke Hb, mora takoder nalaziti i na
pravcu TcHc.
Tocˇka Q nalazi se na opisanoj kruzˇnici ako je ^HaQHb obodni kut nad lukom ĤaCHb.
Kut nad tim lukom jednak je zbroju ^HaAC + ^HbBC =
(
pi
2
− γ
)
+
(
pi
2
− γ
)
(ove kutove
vidimo iz pravokutnih trokuta kojima su vrhovi A,C i nozˇisˇte visine iz vrha A na BC,
odnosno B,C i nozˇisˇte visine iz vrha B na AC, ^BCA = γ). Dakle, treba pokazati da je
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^HaQHb = 2
(
pi
2
–γ
)
= pi − 2γ.
Imamo ^HaQHb = ^TaQTb = pi − ^QTaTb − ^QTbTa (iz trokuta QTaTb).
Uocˇimo da je
^QTaTb = pi − ^CTaTb − ^BTaQ
i, analogno,
^QTbTa = pi − ^CTbTa − ^ATbQ.
No, ^CTaTb = ^BTaQ, jer je ^CTaTb = ^CTaHa = ^BTaQ (simetrija i vrsˇni kutovi), tako
da je ^QTaTb = pi − 2^CTaTb i, analogno, ^QTbTa = pi − 2^CTbTa.
Napokon, iz trokuta TaTbQ imamo:
^TaQTb = pi−(pi − 2^CTaTb)−(pi − 2^CTbTa) = 2 (^CTaTb + ^CTbTa)−pi = 2 (pi − γ)−pi = pi−2γ
sˇto je i trebalo dokazati.
Slika 2.3: Teorem 2.1.3
Dokaz ovog teorema mozˇe se pronac´i u [6] [Teorem 13.6., str. 111], kao dio jedne
znatno opc´enitije tvrdnje. Naime, u prethodnom Teoremu 13.5. iskazano je svojstvo da
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su svi trokuti A′B′C′, koji su odredeni zrcalnim slikama varijabilnog pravca p s obzirom
na stranice trokuta ABC, medusobno slicˇni. Pritom nema nikakvog posebnog uvjeta na
polozˇaj pravca p, a Teorem 13.6. govori da trokut A′B′C′ degenerira u tocˇku P (to jest, da
su zrcalne slike pravca p tri konkurentna pravca) ako i samo ako p prolazi ortocentrom tro-
kuta ABC te da je geometrijsko mjesto svih takvih tocˇaka P kruzˇnica opisana trokutu ABC.
Dokaz je dosta slozˇen jer se temelji na promatranju sustava slicˇnosti (preslikavanja) koje
preslikavaju zadani trokut, pri cˇemu njegove stranice prolaze kroz vrhove jednog cˇvrstog
trokuta. (Vidi [6] [Teorem 6.12., str.54]

Teorem 2.1.4 (Miquelov teorem o pivotu). Neka je na svakoj stranici trokuta odabrana po
jedna tocˇka, razlicˇita od vrhova. Tri kruzˇnice, odredene po jednim vrhom trokuta i dvjema
odabranim tocˇkama na stranicama kojima je taj vrh zajednicˇki, sijeku se u jednoj tocˇki.
Slika 2.4: Miquelov teorem o pivotu
Dokaz. Neka je zadan trokut ABC. Neka su tocˇke K ∈ AB, J ∈ AC i I ∈ BC kao na slici
2.4. Neka je P sjecisˇte kruzˇnica kroz A, K, J i B, I, K (jedno sjecisˇte je K, drugo je P).
Trebamo dokazati da se P nalazi na kruzˇnici kroz C, I, J sˇto je ekvivalentno tvrdnji da je
cˇetverokut PICJ tetivni.
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Znamo da je zbroj velicˇina kutova trokuta jednak 180◦.
^BAC + ^ABC + ^BCA = 180◦.
Takoder, buduc´i da su cˇetverokuti AJPK i BIKP tetivni znamo da vrijedi:
^IPK = 180◦ − ^ABC,
^KPJ = 180◦ − ^BAC,
^JPI = 360◦ − ^IPK − ^KPJ = ^ABC + ^BAC = 180◦ − ^BCA.
Preostaje dokazati da je ^CJP + ^PIC = 180◦.
Imamo:
^PIC = 180◦ − ^BIP = 180◦ − (180◦ − ^BKP) = ^BKP = 180◦ − ^AKP =
180◦ − (180◦ − ^AJP) = ^AJP = 180◦ − ^CJP.
Prema tome, vrijedi da je ^PIC + ^CJP = 180◦ iz cˇega slijedi da je cˇetverokut PICJ
tetivan.

Prelazimo na dokaz osnovnog Droz-Farnyjevog teorema.
Dokaz. Ako je trokut ABC pravokutan s pravim kutem pri vrhu C, tada je vrh C ortocentar
tog trokuta pa umjesto tri segmenta na stranicama dobivamo samo vrh C i jedan segment
na pravcu AB koji sadrzˇi hipotenuzu te je u tom slucˇaju tvrdnja trivijalna. Stoga, uzimamo
da trokut ABC nije pravokutan.
Uvodimo sljedec´e oznake:
C kruzˇnica opisana trokutu ABC
Ca kruzˇnica opisana trokutu HXX′ sa sredisˇtem u Ma
Cb kruzˇnica opisana trokutu HYY ′ sa sredisˇtem u Mb
Cc kruzˇnica opisana trokutu HZZ′ sa sredisˇtem u Mc
Ha, Hb i Hc redom sjecisˇta pravaca AH, BH i CH s kruzˇnicom opisanom trokutu ABC.
Sada iz Teorema 2.1.2 slijedi da je Ha ∈ C.
Buduc´i da je XX′ promjer kruzˇnice Ca, slijedi da je Ha ∈ Ca. Sada imamo da je Ha zapravo
presjek kruzˇnica C i Ca, i HaH ⊥ XX′. Analogno se dobije da je Hb presjek kruzˇnica C i
Cb i HbH ⊥ YY ′.
Pretpostavimo da je tocˇka Hc tocˇka simetricˇna tocˇki H u odnosu na pravac AB. Tada prema
Teoremu 2.1.2. slijedi da je Ha ∈ C. Primijenimo Teorem 2.1.3. na pravac XYZ kroz H i
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dobivamo da se pravci HaX, HbY i HcZ sijeku u tocˇki N na kruzˇnici C.
Primijenimo teorem 2.1.4 na trokut XNY (s tocˇkama Ha ∈ XN, Hb ∈ YN, Hc ∈ XY) i dobi-
vamo da kruzˇnice C, Ca i Cb prolaze zajednicˇkom tocˇkom M.
Analogno se pokazˇe da kruzˇnice C, Cb i Cc takoder prolaze zajednicˇkom tocˇkom M.
Kruzˇnice Ca, Cb i Cc sve prolaze tocˇkama H i M i njihova su sredisˇta kolinearna, na sime-
trali zajednicˇke tetive ĤM.
Slika 2.5: Droz-Farnyjev teorem

Poglavlje 3
Neka poopc´enja Droz-Farnyjevog
teorema
3.1 Neka poopc´enja Droz-Farnyjevog teorema
U ovom poglavlju prikazat c´u neka poopc´enja Droz-Farnyjevog teorema. Razlicˇita poopc´enja
idu u visˇe smjerova, primjerice da istaknuta tocˇka ne mora biti ortocentar zadanog trokuta
ili da tri tocˇke izabrane na stranicama ne moraju biti upravo polovisˇta odgovarajuc´ih segme-
nata. Ovakvoj generalizaciji pripada i sljedec´i rezultat koji je dokazao Floor van Lamoen.
Teorem 3.1.1 (Lamoen). Ako se u iskazu Droz-Farnyjevog teorema polovisˇta segmenata
XX′,YY ′ i ZZ′ zamijene tocˇkama X′′,Y ′′ i Z′′ koje te segmente dijele u jednakom omjeru,
tada su tocˇke X′′,Y ′′ i Z′′ kolinearne.
U dokazu ovog i nekih sljedec´ih teorema koristit c´emo nekoliko osnovnih pojmova iz
projektivne geometrije. Tu nam je najvazˇniji pojam dvoomjera i njegovo svojstvo da je
invarijantan pod djelovanjem projektiviteta. Potrebne cˇinjenice iskazat c´emo u pojednos-
tavljenom obliku, koliko je dostatno za nasˇa razmatranja.
Podsjetimo najprije da se za tri razlicˇite kolinearne tocˇke A, B i C djelisˇni omjer (AB,C)
definira kao omjer orijentiranih duzˇina
AC
BC
. Tako je, primjerice, za polovisˇte M duzˇine AB
djelisˇni omjer (AB,M) = −1.
U projektivnoj geometriji djelisˇni omjer nije invarijanta, ali njegovo poopc´enje, dvoomjer,
ima to svojstvo.
Definicija 3.1.2. Neka su A, B,C i D cˇetiri kolinearne tocˇke. Tada se dvoomjer (A, B; C,D)
definira s
(A, B; C,D) = (AB,C) ÷ (AB,D).
10
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Slika 3.1: Teorem 3.1.1
Uocˇimo da je (A, B; C,D) = (AB,C) ako se za tocˇku D uzme tzv. neizmjerno da-
leka tocˇka pravca kojem pripadaju A, B i C. Naime, realna projektivna ravnina dobiva se
prosˇirivanjem euklidske ravnine ”novim” tocˇkama koje odgovaraju klasama paralelnih pra-
vaca, dakle, smjerovima pravaca. Svakom pravcu pridoda se i nova tocˇka, njegov smjer,
tako da svi medusobno paralelni pravci imaju zajednicˇko sjecisˇte u ”neizmjerno dalekoj
tocˇki”.
Izracˇunavanje dvoomjera u kojem se pojavljuje i neizmjerno daleka tocˇka pravca podlijezˇe
uobicˇajenim pravilima racˇunanja sa simbolom∞, kao kad se uzima limes.
Nama c´e prakticˇno biti kljucˇna sljedec´a tvrdnja:
Lema 3.1.3. Neka su a, b, c i d cˇetiri razlicˇita pravca koji prolaze zajednicˇkom tocˇkom S .
Ako se ti pravci presijeku bilo kojim pravcem p koji ne prolazi tocˇkom S , onda dvoomjer
(A, B; C,D), pri cˇemu su A, B,C,D sjecisˇta pravca p redom s pravcima a, b, c i d, ne ovisi
o izboru pravca p.
Napominjemo da ova tvrdnja povlacˇi da je dvoomjer invarijantan pod djelovanjem pro-
jektiviteta. Za dokaz leme primijeni se Sinusov teorem na trokute S AC, S BC, S AD i S BD
pa se pokazˇe da dvoomjer (A, B; C,D) ovisi samo o kutovima izmedu pravaca a, b, c i d.
Dokaz. (Lamoen): Oznacˇimo s p i q pravce koji prolaze ortocentrom H paralelne redom
sa stranicama AB i AC. Nadalje, oznacˇimo s x i y pravce koji prolaze vrhom A paralelne s
pravcima e i f (pri cˇemu su pravci e i f okomiti pravci iz iskaza Droz-Farnyjevog teorema)
i neka su P i Q tocˇke u kojima pravac BC sijecˇe pravce x i y redom. Uocˇimo da je pra-
men pravaca (HZ,HZ′,HB, p) zapravo slika pramena pravaca (HY ′,HY, q,HC) rotiranih
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za ψ
(
H,+
pi
2
)
. Iz cˇinjenice da se to dobiva rotacijom, slijedi da su jednaki dvoomjeri tih
cˇetvorki pravaca, a onda i su jednaki dvoomjeri cˇetvorki tocˇaka kad se ti prameni pravaca
presijeku bilo kojim pravcima.
Kada se prva cˇetvorka (HZ,HZ′,HB, p) presijecˇe a AB, a druga cˇetvorka (HY ′,HY, q,HC)
s AC dobiva se jednakost dvoomjera
(Z,Z′; B, c∞) = (Y ′,Y; b∞,C)
pri cˇemu su c∞ i b∞ neizmjerno daleke tocˇke pravaca AB i AC. (zbog paralelnosti se
presijecanjem dobivaju i neizmjerno daleke tocˇke).
Sada je
Yb∞
Y ′b∞
= 1 i
Zc∞
Z′c∞
= 1
pa kada se izjednacˇe dvoomjeri i iskoristi ova redukcija imamo:
Yb∞
Y ′b∞
÷ Y
′C
YC
=
ZB
Z′B
÷ Zc∞
Z′c∞
te
YC
Y ′C
=
ZB
Z′B
⇔ ZB
YC
=
Z′B
Y ′C
.
Mnozˇenjem obje strane jednakosti s
AC
AB
dobivamo
ZB
AB
· AC
YC
=
Z′B
AB
· AC
Y ′C
S druge strane, buduc´i da je:
ZB
AB
=
XB
PB
,
AC
YC
=
PC
XC
,
Z′B
AB
=
X′B
QB
,
AC
Y ′C
=
QC
X′C
(slicˇni trokuti)
slijedi da je
ZB
AB
· AC
YC
=
Z′B
AB
· AC
Y ′C
XB
PB
· PC
XC
=
X′B
QB
· QC
X′C
XB
XC
÷ PB
PC
=
X′B
X′C
÷ QB
QC
sˇto znacˇi da su jednaki dvoomjeri (B,C; X, P) i (B,C; X′,Q).
Posebno, kada presijecˇemo cˇetvorku (AB, AC; AX, AP) pravcem e, a cˇetvorku (AB, AC; AX′, AQ)
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pravcem f dobivamo odgovarajuc´e trojke tocˇaka Z,Y, X i Z′,Y ′, X′. Cˇetvrta tocˇka, zbog pa-
ralelnosti pravaca e‖AP i f ‖AQ, jest neizmjerno daleka tocˇka pravca e, odnosno pravca f .
Stoga, dvoomjer prelazi u djelisˇni omjer te vrijedi:
ZX
ZY
=
Z′X′
Z′Y ′
.
Za bilo koju tocˇku R oznacˇimo radijvektor
−→
PR s R pri cˇemu je P neka tocˇka u ravnini tro-
kuta ABC izabrana kao ishodisˇte. Buduc´i da je
ZX
ZY
=
Z′X′
Z′Y ′
postoje realni brojevi k i r za koje vrijedi k + r = 1 takvi da je
Z = kX + rY
Z’ = kX’ + rY’
S druge strane, buduc´i da X′′,Y ′′ i Z′′ dijele segmente XX′,YY ′ i ZZ′, redom, u istom
omjeru, postoje realni brojevi u i v za koje vrijedi u + v = 1 takvi da:
X” = uX + vX’
Y” = uY + vY’
Z” = uZ + vZ’
Stoga,
Z” = uZ + vZ’ = u (kX + rY) + v (kX’ + rY’) = k (uX + vX’) + r (uY + vY’) = kX” + rY”
Iz cˇinjenice da je k + r = 1, slijedi da su tocˇke X′′,Y ′′ i Z′′ kolinearne.

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Slika 3.2: Dokaz Teorema 3.1.1
Jedno poopc´enje Droz-Farnyjevog teorema u kojem istaknuta tocˇka ne mora biti or-
tocentar objavio je 1930. godine Rene Goormaghtigh, belgijski inzˇenjer elektrotehnike i
matematicˇar.
Teorem 3.1.4 (Goormaghtigh). Neka je ABC trokut, P tocˇka razlicˇita od vrhova A, B i C
i neka je q pravac koji prolazi tocˇkom P. Nadalje, neka su A′, B′,C′ tocˇke na pravcima
BC,CA i AB redom, takve da su pravci PA′, PB′ i PC′ zrcalne slike pravaca PA, PB i PC
redom s obzirom na os q. Tada su A′, B′ i C′ kolinearne tocˇke.
Postoji visˇe dokaza ovog teorema. Ovdje c´emo izlozˇiti teorem iz kojeg on slijedi kao
poseban slucˇaj, a objavili su ga, gotovo istovremeno i neovisno jedan o drugom Dao Thann
Oai i Tran Quang Hung.
Naime, u slucˇaju da su pravci q i q′ okomiti, iz ovog teorema slijedi Goormaghtighov te-
orem.
U dokazu teorema 3.1.7 kljucˇnu ulogu ponovno c´e imati pristup pomoc´u projektivne ge-
ometrije i dvoomjera.
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Takoder, radi jednostavnosti, dvoomjer pramena pravaca (PA, PB, PC, PD) oznacˇavat c´u s
P(ABCD).
Lema 3.1.5. Neka su (O1O2,O1A,O1B,O1C) i (O2O1,O2A,O2B,O2C) dva pramena pra-
vaca. Tada su tocˇke A, B,C kolinearne ako i samo ako
O1(O2ABC) = O2(O1ABC).
Dokaz. Pretpostavimo da su A, B,C kolinearne tocˇke. Oznacˇimo s O tocˇku u kojoj se
sijeku pravci O1O2 i AB. Lako se vidi da je
O1(O2ABC) = O1(OABC) = (O, A; B,C) = O2(OABC) = O2(O1ABC)
Neka je sada O1(O2ABC) = O2(O1ABC).
Oznacˇimo s O,C1,C2 tocˇke u kojima pravci O1O2,O1C,O2C sijeku AB, redom. Takoder,
lako se vidi da je:
(O, A; B,C1) = O1(OABC1) = O1(O2ABC) = O2(O1ABC) = O1(OABC2) = (O, A; B,C2)
te slijedi da je
C1 = C2 = C.
Takoder, C ∈ AB. Drugim rijecˇima, tocˇke A, B i C su kolinearne. 
Napomena 3.1.6. Uocˇimo da u Lemi 3.1.5 uvjet O1(O2ABC) = O2(O1ABC) mozˇemo za-
mijeniti s O1(AO2BC) = O2(AO1BC)
Teorem 3.1.7. Neka je dan trokut ABC i tocˇka P razlicˇita od A, B,C. Neka su q i q′ pravci
koji prolaze tocˇkom P. Ako tocˇke A′, B′,C′ pripadaju redom pravcima BC,CA i AB tako
da
(PA, PA′; q, q′) = (PB, PB′; q, q′) = (PC, PC′; q, q′) = −1,
tada su A′, B′ i C′ kolinearne.
Dokaz. Neka je dan proizvoljan pravac koji ne prolazi tocˇkom P te neka on sijecˇe pravce
q, q′, PA, PA′, PB, PB′, PC, PC′ u tocˇkama T,T ′, X, X′,Y,Y ′,Z,Z′ redom kao na Slici 3.3.
Buduc´i da je
(PA, PA′; q, q′) = (PB, PB′; q, q′) = (PC, PC′; q, q′) = −1,
slijedi
P(XX′TT ′) = P(YY ′TT ′) = P(ZZ′TT ′) = −1.
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Uocˇimo da je (A, B; C,D) · (B, A; C,D) = 1 za bilo koje tocˇke A, B,C,D. Primjenom svoj-
stva dvoomjera dobivamo:
P(X′XTT ′) = P(Y ′YTT ′) = P(Z′ZTT ′) = −1.
Slicˇno kao i ranije mozˇemo zakljucˇiti da je
P(AA′B′C′) = P(XX′Y ′X′) = P(X′XYZ) = P(A′ABC).
Iz Leme 3.1.5 sada slijedi da je P(A′ABC) = A(A′PBC). Sˇtovisˇe,
A(A′PBC) = A(A′PC′B′) = A(PA′B′C′).
Tada, prema Lemi 3.1.5 slijedi da su tocˇke A′, B′ i C′ kolinearne.

Lema 3.1.8. Neka je deset tocˇaka P,Q, A, A′, B, B′,C,C′,D,D′ kolinearno i neka vrijedi
(A, A; P,Q) = (B, B′; P,Q) = (C,C′; P,Q) = (D,D′; P,Q) = −1.
Tada vrijedi:
(A, B; C,D) = (A′, B′; C′,D′).
Dokaz. Neka je l pravac na kojem lezˇe tocˇke P,Q, A, A′, B, B′,C,C′,D,D′ . Bez smanjenja
opc´enitosti, pretpostavimo da je l koordinatna os te da tocˇke P,Q, A, A′, B, B′,C,C′,D,D′
imaju redom koordinate 0, q, a, a′, b, b′, c, c′, d, d′. Buduc´i da je
(A, A; P,Q) = (B, B′; P,Q) = (C,C′; P,Q) = (D,D′; P,Q) = −1.
tj.
AP
A′P
÷ AQ
A′Q
=
BP
B′P
÷ BQ
B′Q
=
CP
C′P
÷ CQ
C′Q
=
DP
D′P
÷ DQ
D′Q
= −1
a(a′ − q)
a′(a − q) =
b(b′ − q
b′(b − q) =
c(c′ − q)
c′(c − q) =
d(d′ − q)
d′(d − q)
te slijedi
2aa′ = q(a + a′)
2bb′ = q(b + b′)
2cc′ = q(c + c′)
2dd′ = q(d + d′)
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Izjednacˇavanjem dobivamo:
aa′
a + a′
=
bb′
b + b′
=
cc′
c + c′
=
dd′
d + d′
te slijedi:
1
a
+
1
a′
=
1
b
+
1
b′
=
1
c
+
1
c′
=
1
d
+
1
d′
pa imamo:
a − c
ac
= −a
′ − c′
a′c′
b − c
bc
= −b
′ − c′
b′c′
a − d
ad
= −a
′ − d′
a′d′
b − d
bd
= −b
′ − d′
b′d′
.
Podijelimo obje strane prve jednadzˇbe s obje strane druge jednadzˇbe, obje strane trec´e
jednadzˇbe s obje strane cˇetvrte jednadzˇbe pa dobivamo:
a − c
b − c ·
b
a
=
a′ − c′
b′ − c′ ·
b′
a′
a − d
b − d ·
b
a
=
a′ − d′
b′ − d′ ·
b′
a′
Dijeljenjem ove dvije jednadzˇbe dobivamo:
a − c
b − c ÷
a − d
b − d =
a′ − c′
b′ − c′ ÷
a′ − d′
b′ − d′
tj.
(A, B; C,D) = (A′, B′; C′,D′).

Napomena 3.1.9. Primijetimo da se u uvjetu Leme 3.1.5 tocˇke A, B,C,D mogu podudarati
s tocˇkama A′, B′,C′,D′.
Dokazˇimo sada konacˇno i Goormaghtighov teorem:
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Slika 3.3: Dokaz Goormaghtighovog teorema
Dokaz. (Goormaghtigh) Neka je zadan trokut ABC, tocˇka P, pravci q i q′ i kolinearne
tocˇke A′, B′,C′. Sada slijedi da je P(AA′B′C′) = P(A′ABC), te primjenom Leme 3.1.5.
dobivamo da je P(A′ABC) = A(A′PBC). Buduc´i da su tocˇke A, B,C′ i A,C, B′ kolinearne,
slijedi da je A(A′PBC) = A(A′PC′B′) te zbog simetrije dvoomjera zakljucˇujemo da je
A(A′PC′B′) = A(PA′B′C′). Sada ponovo, iz Leme 3.1.5. slijedi da su tocˇke A′, B′ i C′
kolinearne.

Preostaje objasniti vezu izmedu Goormaghtighovog teorema i Droz-Farnyevog teorema.
Pokazat c´emo najprije da se Droz-Farnyev teorem mozˇe izvesti kao poseban slucˇaj Goor-
maghtighovog teorema, kada se za tocˇku P odabere ortocentar H trokuta ABC.
Uzmimo ponovno da su l i l′ dva medusobno okomita pravca koji prolaze ortocentrom H
te sijeku stranice BC,CA i AB redom u parovima tocˇaka X i X′, Y i Y ′ te Z i Z′. Nadalje,
neka su Ma,Mb i Mc redom polovisˇta duzˇina XX′,YY i ZZ′. Imamo tri pravokutna trokuta:
HXX′,HYY ′ i HZZ′. Tocˇke Ma,Mb i Mc, kao polovisˇta njihovih hipotenuza, ujedno su
sredisˇta opisanih kruzˇnica ova tri pravokutna trokuta.
Poznato je da pravokutni trokut ima sljedec´e svojstvo koje c´u prikazati u obliku leme:
Lema 3.1.10. Simetrala pravog kuta pravokutnog trokuta raspolavlja kut izmedu visine i
tezˇisˇnice iz vrha pravog kuta.
Dokazˇimo ovu tvrdnju.
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Dokaz. Neka je ABC trokut s pravim kutom u vrhu C, neka je O polovisˇte hipotenuze
AB, ujedno i sredisˇte opisane kruzˇnice trokuta ABC te neka je T drugo sjecisˇte simetrale
pravog kuta i opisane kruzˇnice. Tada je T polovisˇte luka nad promjerom AB pa je pravac
OT paralelan s visinom CN iz vrha C buduc´i da je i OT ⊥ AB. Stoga pravac CT zatvara
sukladne kutove s pravcima OT i CN. Kako je trokut OTC jednakokracˇan (OT = OC), to
je i ^OCT = ^NCT , sˇto je i trebalo dokazati.
Slika 3.4: Dokaz Leme 3.1.10

Napomenimo da je ovo svojstvo pravokutnog trokuta poseban slucˇaj opc´enite tvrdnje o
trokutima. [6, Teorem 14.8., Teorem 14.9., str.122,123].
Vratimo se na razmatranje zasˇto je Droz-Farnyjev teorem poseban slucˇaj Goormagh-
tighovog teorema.
U pretpostavkama Goormaghtighovog teorema uzmimo da je P = H (ortocentar), a pravac
q neka je simetrala ^XPX′ (unutrasˇnja simetrala pravaca l i l′, uzimajuc´i ovaj trokut).
Sada su pravci CP i PMa medusobno zrcalni s obzirom na pravac q (jer je CP ⊥ AB pa
se visina trokuta PXX′ nalazi na pravcu CP), prema dokazanoj Lemi 3.1.10. Stoga je Ma
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tocˇka na stranici AB iz Goormaghtighovog teorema. Analognim zakljucˇivanjem za tocˇke
Mb i Mc, trebalo bi dobiti da su Ma,Mb i Mc kolinearne tocˇke po Goormaghtighovom te-
oremu. No, to nije sasvim ocˇito jer odabrana simetrala q pravaca L i l′ nec´e sjec´i sve tri
stranice u polovisˇtima promatranih segmenata XX′,YY ′ i ZZ′.
Primjerice, pravac q mozˇe sjec´i segment YY ′ u polovisˇtu Mb, segment ZZ′ u polovisˇtu Mc,
ali sjecisˇte q i AB je vanjska tocˇka segmenta XX′.
Neka je, kao i ranije, Ma polovisˇte segmenta XX′. Pitanje je, je li pravac PMa zrcalna slika
pravca PA s obzirom na pravac q.
Lako se vidi, opc´enito, da ako su q i q′ medusobno okomiti pravci, a s bilo koji pravac koji
prolazi njihovim sjecisˇtem, onda se podudaraju zrcalne slike pravca s s obzirom na q i q′.
Uzmimo stoga da je q′ druga simetrala pravaca l i l′, a ta sijecˇe segment XX′ u unutrasˇnjoj
tocˇki. Prema dokazanom, ta tocˇka je upravo Ma, polovisˇte segmenta XX′. Buduc´i da pra-
vac PA prolazi tocˇkom P (sjecisˇtem pravaca q i q′) njegove zrcalne slike s obzirom na q i
q′ se podudaraju pa je Ma tocˇka na stranici BC koja odgovara tocˇki A′ u iskazu Goormag-
htighovog teorema. Po Goormaghtighovom teoremu su onda Ma,Mb i Mc kolinearne, sˇto
znac´i da vrijedi tvrdnja Droz-Farnyevog teorema.
Slika 3.5: Veza izmedu Droz-Farnyevog i Goormaghtighovog teorema
Poglavlje 4
Droz-Farnyjevi pravci kao omotaljka
konike
4.1 Droz-Farnyjevi pravci kao omotaljka konike
Neka je ABC trokut s ortocentrom H i opisanom kruzˇnicom Σ. Kao sˇto je ranije recˇeno,
ako kroz ortocentar trokuta ABC postavimo dva medusobno okomita pravca oni na prav-
cima BC,CA i AB omeduju tri segmenta cˇija su polovisˇta Ma,MB i Mc kolinearne tocˇke i
pravac na kojem lezˇe te tocˇke zovemo Droz-Farnyjev pravac.
Promjenom polozˇaja para okomitih pravaca dobiva se familija Droz-Farnyjevih pravaca
koja cˇini omotaljku (anvelopu) jedne krivulje drugog reda (konike). To znacˇi da su svi
pravci te familije tangente jedne konike. Ona je upisana trokutu ABC, a zˇarisˇta su joj orto-
centar H i sredisˇte O kruzˇnice opisane tom trokutu. Ta konika poznata je kao Macbeathova,
ali i kao Eulerova konika. U ovom radu koristit c´u termin Eulerova konika zbog poveza-
nosti s Eulerovim pravcem.
Spomenuta anvelopa mozˇe se tumacˇiti i kao upisana konika jednog takozvanog ”porizma”.
Pojam porizma potjecˇe josˇ od Euklida te nema sasvim preciznu definiciju, a odnosi se
na formulaciju uvjeta pod kojima stanovita relacija, primjerice medusobni polozˇaj nekih
geometrijskih objekata, nastupa za beskonacˇno mnogo pocˇetnih vrijednosti. Vjerojatno
najpoznatiji su Steinerov porizam i Ponceletov porizam, koji c´e kasnije biti posebno spo-
menut.
Omotaljka koju tvore Droz-Farnyjevi pravci jednog trokuta ABC poprima ulogu zajednicˇke
upisane konike za beskonacˇnu familiju trokuta koji imaju zajednicˇki Eulerov pravac i svi
su upisani u jednu kruzˇnicu.
Stranice svih trokuta iz te familije pojavljuju se kao Droz-Farnyjevi pravci bilo kojeg poje-
dinacˇnog trokuta iz familije. Obrnuto, ako je ortocentar jednog trokuta unutar kruzˇnice Σ,
svi Droz-Farnyjevi pravci tog trokuta pojavit c´e se kao stranice nekih trokuta iz spomenute
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familije.
Prije iskaza teorema navest c´u teoreme i definicije koji su nam potrebni u daljnjem dokazu.
Dokazi navedenih teorema mogu se pronac´i u [6, Teorem 13.3., str. 109, Teorem 15.1., str.
128].
Definicija 4.1.1. Neka je dan kut ^BAC. Par pravaca koji prolaze vrhom kuta i sa sime-
tralom tog kuta cˇine jednake kutove zovemo izogonalama tog kuta.
Definicija 4.1.2. Ako se tri pravca polozˇena vrhovima trokuta ABC sijeku u jednoj tocˇki
P, tada se i njihove izogonale takoder sijeku u nekoj tocˇki P′. Tocˇke P i P′ zovemo tada
izogonalno konjugiranim tocˇkama ili krac´e izogonalnim tocˇkama trokuta ABC.
Definicija 4.1.3. Dvije tocˇke na istoj stranici danog trokuta koje su jednako udaljene od
polovisˇta te stranice zovemo izotomicˇnim tocˇkama tog trokuta.
Spojimo li par izotomicˇnih tocˇaka na nekoj stranici danog trokuta sa suprotnim vrhom,
tada tako dobivene pravce zovemo izotomicˇnim pravcima danog trokuta.
Definicija 4.1.4. U geometriji, omotaljka (anvelopa) familije krivulja u ravnini je krivu-
lja koja je tangentna svakom cˇlanu familije u nekoj tocˇki, a sve tocˇke dodira cˇine cijelu
omotaljku.
Teorem 4.1.5 (Simsonov teorem). Neka je dan trokut ABC i njemu opisana kruzˇnica k.
Neka je P tocˇka kruzˇnice k i neka su tocˇke P1, P2, P3 ortogonalne projekcije tocˇke P na
pravce BC, AC i AB redom. Tada su tocˇke P1, P2, P3 kolinearne.
Pravac na kojem lezˇe tocˇke P1, P2, P3 zovemo Simsonovim pravcem tocˇke P s obzirom
na trokut ABC.
Teorem 4.1.6 (Kruzˇnica devet tocˇaka). Neka su u trokutu ABC tocˇke D, E, F nozˇisˇta visina,
tocˇke A0, B0,C0 polovisˇta stranica te tocˇke M,N, P polovisˇta duzˇina HA,HB,HC, gdje
je H ortocentar. Tocˇke D, E, F, A0, B0,C0,M,N, P lezˇe na jednoj kruzˇnici koju nazivamo
kruzˇnica devet tocˇaka. Sredisˇte te kruzˇnice je polovisˇte duzˇine HO, gdje je O sredisˇte
opisane kruzˇnice trokuta ABC, a njen polumjer R jednak je polovini polumjera r kruzˇnice
opisane trokutu ABC.
Teorem 4.1.7. Tocˇka koja je simetricˇna ortocentru H trokuta ABC s obzirom na Droz-
Farnyjev pravac pripada opisanoj kruzˇnici trokuta ABC.
Dokaz. Promotrimo sliku (4.1). Neka su l i l′ okomiti pravci koji prolaze ortocentrom
H trokuta ABC te neka oni sijeku pravce na kojima lezˇe stranice trokuta BC,CA i AB u
tocˇkama P i P′, Q i Q′, R i R′, redom. Neka su X,Y,Z redom polovisˇta segmenata PP′,QQ′
te RR′. Prema Droz-Farnyjevom teoremu znamo da su tocˇke X,Y,Z kolinearne. Neka je
sada K nozˇisˇte okomice kroz H na pravac XYZ te neka je L tocˇka na okomici takva da je
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|HK| = |KL| pri cˇemu su tocˇke K i L s razlicˇitih strana te okomice. Sada imamo kruzˇnicu
HPP′ sa sredisˇtem u X i |XH| = |XL| (polumjer kruzˇnice HPP′, H ∈ Σ zbog Talesovog
teorema) pa L lezˇi na toj kruzˇnici. Neka su sada M i M′ nozˇisˇta okomica kroz L na l i l′.
Vidimo da je LMHM′ pravokutnik (HM⊥HM′ po konstrukciji, M i M′ su nozˇisˇta okomica
iz L na l i l′) pa slijedi da je K ∈ MM′ (K raspolavlja dijagonalu HM po konstrukciji pa
raspolavlja i MM′ jer je HMLM′ pravokutnik). Sada nozˇisˇte okomice kroz L na pravac
PP′ (tj. BC) lezˇi na MM′ prema Simsonovom teoremu za opisanu kruzˇnicu trokuta PP′H.
Analogno, obje okomice kroz L na AB i CA imaju nozˇisˇta na MM′. Pritom, L lezˇi na
kruzˇnici ABC pri cˇemu je MM′ Simsonov pravac. Stoga je XYZ simetrala segmenta kroz
ortocentar i tocˇku na opisanoj kruzˇnici. Uocˇimo da K lezˇi na kruzˇnici devet tocˇaka.
Slika 4.1: Droz-Farnyeva anvelopa

Porizam Eulerovog pravca
U trokutu sa stranicama duljine a, b, c, radijus opisane kruzˇnice R i sredisˇte opisane kruzˇnice
O i ortocentar H uvijek lezˇe u unutrasˇnjosti kruzˇnice sa sredisˇtem O radijusa 3R. Euler je
pokazao da vrijedi jednakost:
|OH|2 = 9R2 −
(
a2 + b2 + c2
)
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Slika 4.2: Porizam Eulerovog pravca
Neka je Σ kruzˇnica sa sredisˇtem O, radijusa R u koju je upisan trokut ABC (koji nije
pravokutan) s ortocentrom H, takva da je |OH| < 3R i H ne lezˇi na kruzˇnici Σ. H c´e
biti ortocentar beskonacˇno mnogo trokuta XYZ upisanih u kruzˇnicu te c´emo vec´ ovdje
dobiti jedan porizam. Konstruiramo te trokute tako da odaberemo tocˇku J na kruzˇnici te
konstruiramo simetralu duzˇine HJ koja sijecˇe kruzˇnicu Σ u tocˇkama Y i Z te je XYZ taj
trokut, pri cˇemu smo tocˇku X dobili kao presjek pravca HJ i kruzˇnice Σ. Kako bi to sjecisˇte
doista postojalo, mozˇemo namjestiti tocˇku X dovoljno blizu vrha A, B ili C. Elementarno
razmatranje pokazat c´e da taj trokut XYZ ima ortocentar H (sˇto slijedi iz Teorema 2.1.2) i
to je jedini takav trokut s opisanom kruzˇnicom Σ i vrhom X, cˇiji su vrhovi na kruzˇnici Σ.
Promotrimo trokut ABC. Iz same konstrukcije vidi se da je XH ⊥ YZ. Zˇelimo dokazati
da je H ortocentar trokuta XYZ. Dovoljno je pokazati da je YH ⊥ XZ. Neka je YH ∩ XZ
tocˇka Y ′ te HJ ∩ YZ tocˇka T . Zˇelimo pokazati da su trokuti HYT i HXY ′ slicˇni jer c´e tada
vrijediti da je ^HTY = ^HY ′T .
Znamo da je ^YHT = ^XHY ′ (jer su to vrsˇni kutovi) te da je ^TYH = ^TY J (YT je
simetrala kuta HY J) te je ^TY J = ^ZXJ (obodni kutovi nad lukom ŶZ ).
Dakle, ^TYH = ^ZXY = ^Y ′XH.
U slucˇaju kada je H unutar opisane kruzˇnice (sˇto se dogada kada je trokut ABC sˇiljastokutan),
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tada se svaka tocˇka X na opisanoj kruzˇnici pojavljuje kao vrh trokuta XYZ u porizmu.
Konstrukciju mozˇemo ponavljati kako bismo konstruirali po volji mnogo trokuta ABC,TUV, PQR,
sve upisane u kruzˇnicu, s ortocentrom H, kao na slici 4.1. Vazˇno je uocˇiti da trokuti u
porizmu svi imaju isti radijus i sredisˇte opisane kruzˇnice te ortocentar tako da je suma kva-
drata duljina stranica svakog trokuta u porizmu jednaka. (Vidi se iz Eulerove formule da(
a2 + b2 + c2
)
ovisi samo o R i |OH|2).
Iskazˇimo sada teorem u cijelosti u slucˇaju sˇiljastokutnog trokuta:
Teorem 4.1.8 (Porizam Eulerovog pravca za sˇiljastokutan trokut). Neka je ABC sˇiljastokutan
trokut s ortocentrom H, upisan kruzˇnici Σ sa sredisˇtem O i polumjerom R. Tada je svaka
tocˇka X kruzˇnice Σ vrh jednog trokuta XYZ kojem je ortocentar H i upisan je kruzˇnici Σ.
Nadalje, svi takvi trokuti XYZ opisani su jednoj elipsi sa zˇarisˇtima H i O i duljinom velike
poluosi R.
Slucˇaj sˇiljastokutnog trokuta (konstrukcija)
Povucimo pravce AH, BH,CH koji sijeku kruzˇnicu Σ u tocˇkama D, E, F, redom. Pravci
DO, EO, FO sijeku redom stranice AC, AB, BC u tocˇkama L,M,N. Pravac AO sijecˇe
kruzˇnicu Σ u tocˇki D∗ i BC u tocˇki L∗. Takoder, DO sijecˇe Σ u A∗. Tocˇke M∗,N∗, E∗, F∗, B∗,C∗
nisu prikazane na slici, ali su slicˇno definirane.
A′ je polovisˇte stranice BC i pravac kroz A′ okomit je na BC.
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Slika 4.3: Konika u slucˇaju sˇiljastokutnog trokuta
Dokaz. (Porizam Eulerovog pravca za sˇiljastokutan trokut)
Neka je elipsa definirana kao geometrijsko mjesto tocˇaka P takvih da je |HP| + |OP|
= R, gdje je R radijus opisane kruzˇnice Σ. Trokut HLD je jednakokracˇan te slijedi da je
|HL| + |OL| = |LD| + |OL| = R pri cˇemu L lezˇi na elipsi. Sada je
^OLB = ^CLD = ^CLH jer stranica BC raspolavlja duzˇinu HD. Takoder, elipsa dira BC u
tocˇki L i slicˇno u M i N. Slijedi da AL, BM,CN prolaze istom tocˇkom koju c´emo uskoro
identificirati pod nazivom Brianchonova tocˇka. Buduc´i da elipsa ovisi samo o O,H i R,
slijedi da ako je TUV bilo koji trokut upisan kruzˇnici Σ sa sredisˇtem O, radijusom R i
ortocentrom H, tada elipsa dira stranice trokuta TUV . Na taj nacˇin je porizam dokazan.

Iskazˇimo sada teorem u slucˇaju tupokutnog trokuta:
Teorem 4.1.9 (Porizam Eulerovog pravca za tupokutan trokut). Neka je ABC tupokutan
trokut s ortocentrom H koji se nalazi izvan kruzˇnice Σ opisane trokutu ABC sa sredisˇtem
O i polumjerom R. I u tom slucˇaju postoji familija beskonacˇno mnogo trokuta XYZ koji su
upisani kruzˇnici Σ i zajednicˇki ortocentar im je tocˇka H, ali nije svaka tocˇka kruzˇnice vrh
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tog trokuta.
Nadalje, svi trokuti XYZ u ovom slucˇaju opisani su jednoj hiperboli u smislu da su pravci
kojima pripadaju stranice tih trokuta tangente hiperbole. Zˇarisˇta te hiperbole takoder su
tocˇke H i O. Medutim, jasno je da postoje tangente te krivulje koje ne odreduju trokut iz
navedene familije.
Dokaz. (Slucˇaj tupokutnog trokuta)
Slika 4.4: Konika u slucˇaju tupokutnog trokuta
Uz ranije oznake, neka je sada hiperbola definirana kao geometrijsko mjesto tocˇke P
takve da je ||HP| − |OP|| = R. Slijedi da je |HL| − |OL| = |LD| − |OL| = R pa L lezˇi na
hiperboli.
Takoder, ^A∗LB = ^CLD = ^HLC pa hiperbola dira BC u tocˇki L te dokaz slijedi kao i u
slucˇaju sˇiljastokutnog trokuta.

Dakle, svi ovi trokuti opisuju koniku s jednom osi duljine R usmjerene duzˇ zajednicˇkog
Eulerovog pravca, uz ekscentricitet
|OH|
R
. Slijedi da je ta konika elipsa ako je H unutar
kruzˇnice odnosno hiperbola ukoliko je H izvan kruzˇnice. Na taj nacˇin se pojavljuje pori-
zam kojeg zovemo Porizam Eulerovog pravca buduc´i da svaki trokut unutar porizma ima
isti radijus opisane kruzˇnice, tezˇisˇte, sredisˇte kruzˇnice devet tocˇaka, ortocentar, itd. Trokut
koji je opisan konici dovodi do Brianchonove tocˇke gdje se sjeku tri cevijane koje spajaju
svaki vrh s nasuprotnim diralisˇtem. Pokazat c´emo da je Brianchonova tocˇka trokuta iz
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porizma izotomicˇni konjugat Ot zajednicˇkog sredisˇta opisane kruzˇnice O. Na slici 4.2 oda-
brana je tocˇka Ot za trokut XYZ. Moguc´e je odabrati tocˇku H na udaljenosti vec´oj od 3R
od O tako da se ne mozˇe upisati trokut unutar kruzˇnice sa ortocentrom H i tada ne postoji
tocˇka J na kruzˇnici tako da simetrala duzˇine HJ sijecˇe kruzˇnicu.
Identifikacija Brianchonove tocˇke
Teorem 4.1.10 (Brianchon). Spojnice parova suprotnih vrhova sˇesterokuta opisanog elipsi,
paraboli ili hiperboli imaju zajednicˇku tocˇku.
Napomenimo da opc´enita formulacija Brianchonovog teorema pripada podrucˇju pro-
jektivne geometrije i govori o sˇesterostranu opisanom nedegeneriranoj krivulji drugog reda
(konici).
Brianchonova tocˇka u nasˇem slucˇaju je tocˇka u kojoj se sijeku pravci AL, BM,CN. Buduc´i
da su O i H izogonalni konjugati, slijedi da su D i A∗ osnosimetricˇne slike tocˇaka D i A
obzirom na simetralu stranice BC. Isto vrijedi i za tocˇke B∗,C∗, E∗ i F∗ obzirom na si-
metrale odgovarajuc´ih strana trokuta. Slijedi da su A∗D i AD∗ medusobno osnosimetricˇni
pravci obzirom na simetrale. Takoder, L∗ je simetricˇan s L pa je i A′L = A′L∗. Konacˇno,
AL∗, BM∗,CN∗ se sijeku u tocˇki O, pravci AL, BM,CN u tocˇki Ot sˇto je izotomicˇni konju-
gat tocˇke O.
Primijetimo takoder da je Porizam Eulerovog pravca zapravo vrlo poseban slucˇaj Pon-
celetovog porizma kojeg mnogi matematicˇari smatraju jednim od najljepsˇih i najvazˇnijih
rezultata klasicˇne projektivne geometrije. U njemu se tvrdi da ukoliko postoji jedna zatvo-
rena poligonalna crta upisana u danu koniku i opisana oko druge dane konike, tada postoji
beskonacˇna familija takvih poligonalnih crta.
Prirodno je pitati se koja je Kartezijeva jednadzˇba upisane krivulje. Neka R = 1.
Pretpostavimo da je tocˇka O u ishodisˇtu koordinatnog sustava te H := H (c, 0) gdje je
0 ≤ c < 3, c , 1.
Tada je jednadzˇba krivulje:
4y2 + (1 − c2)(2x − c)2 = 1 − c2. (4.1)
Kada je c < 1, H je unutar kruzˇnice Σ te je krivulja elipsa, ali u slucˇaju kada je c > 1
krivulja je hiperbola. U svim slucˇajevima sredisˇte je u
(c
2
, 0
)
, sˇto je sredisˇte kruzˇnice devet
tocˇaka.
Jedna od osi elipse je Eulerov pravac cˇija je jednadzˇba y = 0. Iz jednadzˇbe 4.1 vidimo da
je ekscentricitet upisane krivulje c =
|OH|
R
i naravno, zˇarisˇta su tocˇke O i H. Ukoliko je H
izvan kruzˇnice Σ, tada nec´e svaka tangenta na krivulju biti stranica trokuta iz porizma.
Poglavlje 5
O aksiomatskoj analizi Droz-Farnyjevog
teorema
5.1 O aksiomatskoj analizi Droz-Farnyjevog teorema
U opsezˇnoj literaturi na temu Droz-Farnyjevog teorema vidljivo je kako je ta tvrdnja, iska-
zom sasvim elementarna u okvirima euklidske geometrije, matematicˇarima bila poticajna
ne samo da pronadu sˇto prirodniji i elegantniji dokaz nego da time pokusˇaju doprijeti i
do njezine ”susˇtine”. Koje su to bitne pretpostavke i svojstva iz kojih proizlazi istinitost
teorema? Detaljnu analizu u tom smislu proveli su Rolf Struve i Horst Struve u cˇlanku An
axiomatic analysis of the Droz-Farny Line Theorem, [9].
U uvodu tog rada autori komentiraju kako su najprije, u duljem razdoblju, objavljivani
dokazi pretezˇno u okvirima analiticˇke geometrije, pri cˇemu su bitno korisˇtena svojstva
uredaja u euklidskoj ravnini, odnosno svojstvo neprekidnosti polja realnih brojeva. Kao
prvi sinteticˇki dokaz navode onaj J.-L. Ayme´a, izlozˇen u 1. poglavlju ovog rada, u kojem
se primjenjuju teoremi Miquela, Steinera i Carnota, a svrstavaju ga u okvire inverzivne ge-
ometrije (geometrije kruzˇnica). Autori zatim navode kako im je cilj proucˇiti Droz-Farnyjev
teorem s gledisˇta aksiomatskog zasnivanja geometrije. Prvi im je vazˇan rezultat u tom po-
gledu elementarni sinteticˇki dokaz u kojem nema pozivanja na geometriju kruzˇnica niti na
svojstva uredaja i neprekidnosti. Taj pristup smjesˇten je u okvir geometrije zrcaljenja, koju
je razvio J. Hjelmslev u prvoj polovici 20. stoljec´a, a doradio i sistematizirao R. Bachmann
u svojoj knjizi o izgradnji geometrije na pojmu zrcaljenja iz 1973.
Taj dokaz, naglasˇavaju R. i H. Struve, otkriva takoder kako je Droz-Farnyjev teorem po-
sebni slucˇaj Goormaghtighovog, a da je taj sa svoje strane posebni slucˇaj Hessenbergovog
Teorema o nasuprotnom sparivanju (Counterpairing Theorem).
U daljnjem dijelu cˇlanka tezˇisˇte je stoga na Goormaghtighovom i Hessenbergovom te-
oremu, preciznije na proucˇavanju aksiomatskih temelja za njihovu valjanost, u duhu Hil-
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bertovog i Bachmannovog pristupa. Zrcaljenja s obzirom na pravac i s obzirom na tocˇku
osnovni su pojmovi, a gibanja se dobivaju kompozicijom zrcaljenja. Incidencija tocˇke i
pravca takoder se definira u terminima zrcaljenja, tako da je tocˇka A incidentna s pravcem
p ako i samo ako zrcaljenja s obzirom na A i p komutiraju. Dva pravca su ortogonalna ako
i samo ako komutiraju pripadna zrcaljenja. Tri pravca a, b i c pripadaju jednom pramenu,
to jest ili prolaze jednom tocˇkom ili su paralelni, ako i samo ako je kompozicija pripadnih
zrcaljenja takoder zrcaljenje.
Prvi aksiom tada glasi:
(A1) Ako je a , b i ako vrijedi da su abc i abd zrcaljenja, onda je i acd zrcaljenje.
Drukcˇije recˇeno, ovo znacˇi da ako c i d pripadaju pramenu odredenom pravcima a i b, onda
a, c i d pripadaju jednom pramenu, sˇto je sasvim razumljivo, ali je formulirano pomoc´u zr-
caljenja.
U svojim zavrsˇnim zakljucˇcima autori navode kako aksiomatska analiza pokazuje da su
jednostavna svojstva grupe gibanja (a ona je generirana zrcaljenjima, kao svojim invo-
lutornim elementima) dostatna za dokaz Hessenbergovog i Goormaghtighovog teorema.
Sˇtovisˇe, uz neke formalne bazicˇne postavke, Hessenbergov teorem pokazuje se ekviva-
lentom sasvim elementarnog aksioma (A1). U tom smislu, aksiomatski pristup preko ge-
ometrije zrcaljenja razotkriva stvarne razloge valjanosti teorema, a koje analiticˇki kontekst
samo zamagljuje”, pisˇu autori.
Nadalje, jedna od posljedica aksiomatskog rasˇcˇlanjivanja dovodi do zapazˇanja kako He-
ssenbergov i Goormaghtighov teorem, kao i teorem o konkurentnosti visina trokuta te nji-
hove dualne tvrdnje pripadaju apsolutnoj Bachmannovoj geometriji ravnine. Oni su, dakle,
neovisni o euklidskom aksiomu o paralelama. Medutim, za Droz-Farnyjev teorem potreban
je taj postulat ili aksiom, tako da se Goormaghtighov teorem mozˇe smatrati ”apsolutnom”
verzijom Droz-Farnyjevog teorema.
U ovom pristupu, sinteticˇkim dokazom pokazuje se da je Dualni Goormaghtighov teorem
specijalni slucˇaj Papposovog teorema o cˇetverovrhu, da pravac sijecˇe tri para nasuprotnih
stranica potpunog cˇetverovrha u parovima pridruzˇenih tocˇaka jednog involutornog projek-
tiviteta, sˇto je jedan od kljucˇnih rezultata projektivne geometrije ravnine (nad poljem).
Na kraju, sustav aksioma izlozˇen u ovom cˇlanku pokazuje se dostatnim ne samo za spo-
menute teoreme, nego se svaki model takve geometrije, a to su tzv. Bachmannove ravnine,
mozˇe smjestiti u projektivno-metricˇku geometriju nad poljem karakteristike razlicˇite od
2, takvu da se relacija ortogonalnosti pravaca mozˇe uvesti pomoc´u simetricˇne bilinearne
forme. Ovim je dan i prikladan odgovor na pitanje koje se prirodno postavlja: koje uvjete
treba ispunjavati grupa gibanja kako bi bila moguc´a koordinatizacija i algebarski opis pri-
padne geometrijske strukture.
Teorem o nasuprotnom sparivanju ima vazˇnu ulogu u koordinatizaciji, jer se njegovom
(trostrukom) primjenom mozˇe izvesti Pappus-Pascalov teorem, a dobro je poznato da taj
teorem omoguc´uje koordinatizaciju ravnine poljem.
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Iz svega navedenog vidljivo je kako Droz-Farnyjev teorem nije samo zanimljivi kuriozitet
iz geometrije trokuta, cˇiji se dokaz pokazao tezˇim od ocˇekivanog, bez obzira na metodu,
nego je usko povezan s nekim fundamentalnim rezultatima iz euklidske, projektivne i ap-
solutne geometrije ravnine.
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Sazˇetak
Sˇvicarski matematicˇar Arnold Droz-Farny objavio je 1899. godine, bez dokaza, tvrdnju
iz geometrije trokuta u euklidskoj ravnini koja je u matematicˇkoj literaturi postala poznata
kao Droz-Farnyjev teorem: Polovisˇta segmenata koje na stranicama trokuta odsijecaju dva
medusobno okomita pravca koji prolaze njegovim ortocentrom tri su kolinearne tocˇke.
U ovom radu prikazan je prvi sinteticˇki dokaz osnovnog Droz-Farnyjevog teorema, koji
je objavio Ayme´ 2004. godine, zatim dokazi nekih njegovih poopc´enja, medu kojima je
najvazˇniji Goormaghtighov teorem iz 1930. godine te josˇ neki zanimljivi rezultati pove-
zani s osnovnim teoremom.
Primjerice, Droz-Farnyjevi pravci pridruzˇeni jednom trokutu s obzirom na razlicˇite izbore
parova okomitih pravaca kroz njegov ortocentar odreduju familiju trokuta koji su svi upi-
sani u jednu kruzˇnicu, a opisani jednoj konici te imaju zajednicˇki Eulerov pravac i josˇ neke
karakteristicˇne tocˇke. Time je ustanovljeno svojstvo tipa kakav se u geometriji cˇesto naziva
porizmom, a ovdje je to i poseban slucˇaj glasovitog Ponceletovog porizma.
Na kraju su istaknuti bitni zakljucˇci aksiomatske analize Droz-Farnyjevog i Goormaghtig-
hovog teorema koju su 2016. proveli R. i H. Struve, s gledisˇta zasnivanja geometrije na
pojmu zrcaljenja.
Summary
The Swiss mathematician Arnold Droz-Farny published in 1899, without a proof, the sta-
tement on a property of a triangle in the euclidean plane geometry that became known in
mathematical literature as the Droz-Farny Line Theorem: Two perpendicular lines through
the orthocenter of a triangle intercept on the sides of the triangle three segments whose
midpoints are collinear.
In this paper we present the first purely synthetic proof of the basic Droz-Farny theorem as
it was published by Ayme´ in 2004, as well as proofs of some of its generalizations, among
which the theorem of Goormaghtigh from 1930 turned out to be the most important one.
We also exhibit some interesting results related to the basic theorem. For example, Droz-
Farny lines generated in a triangle by various choices of two perpendicular lines through
the orthocenter constitute a family of triangles that all share the circumcircle and an ins-
cribed conic, having the Euler line and some characteristic points in common, too. In this
way a certain property is established of the type that in geometry is often called a porism.
This one is also a special case of the renowned Poncelet porism.
Finally, we indicate the essential conclusions of the axiomatic analysis of the theorems of
Droz-Farny and Goormaghtigh as published by R. and H. Struve in 2016, from the viewpo-
int of the geometry of reflections.
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